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Capitolo III

Modelli ARCH e GARCH

3-1 - La modellistica ARCH

Nel primo capitolo sono stati analizzati i processi AR, MA, ARMA ed ARIMA. Una delle caratteristiche fondamentali di tali processi è la presenza di una distribuzione della varianza condizionata del termine di errore omoschedastica. In realtà è piuttosto frequente osservare come numerose serie finanziarie presentino un andamento eteroschedastico della varianza condizionata. Si parla di varianza condizionata poiché si fa riferimento a quella porzione della variabilità della serie spiegata dal modello utilizzato. In generale, data una generica variabile casuale 
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, il valore atteso e la varianza non condizionata sono espressi dalle seguenti relazioni:
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Se la medesima variabile
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può essere “spiegata” da un set informativo 
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, il valore atteso e la varianza condizionata sono dati da:
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 da cui si ricava che la varianza condizionata coincide con lo scarto al quadrato 
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. Se si assume che il set informativo 
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è rappresentato dalla combinazione lineare dei p valori passati della stessa variabile 
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, i due momenti condizionati diventano:
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L’eteroschedasticità si evidenzia osservando il secondo momento condizionato, spesso caratterizzato da periodi di forti oscillazioni alternati a periodi di “calma”. Conseguentemente a ciò è sembrato inopportuno l’utilizzo di processi con varianza condizionata omoschedastica. In quest’ottica si è cercato di individuare delle variabili significative che spiegassero l’andamento della varianza condizionata. Il primo a fornire una risposta a tale problema è stato Engle, proponendo il processo ARCH(p).

La sigla ARCH sta per Autoregressive Conditional Heteroschedasticity with Estimates of the Variance. L’idea alla base del lavoro di Engle consisteva nell’assunzione di una varianza condizionata che dipendesse dal passato. 

Engle parte da un P.S. autoregressivo di ordine uno poiché la modellistica ARIMA si era rivelata un ottimo strumento previsivo proprio per l’uso che in essa veniva fatto della media condizionata della variabile in esame nell’insieme delle informazioni disponibili. L’idea era quella di introdurre le informazioni passate anche nella varianza condizionata oltre che nella media condizionata. In tal modo utilizza una nuova classe di processi stocastici caratterizzati da incorrelazione seriale e media nulla, con varianza non condizionata costante e varianza condizionata non costante ma dipendente dal set di informazioni disponibile al tempo t-1. Il modello, da un punto di vista formale, risulta essere:
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dove p è l’ordine del processo ARCH ed 
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è un vettore di parametri incogniti, h varianza condizionata.

In termini operativi 
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rappresenta solitamente le innovazioni di altri processi stocastici. L’esempio più comune a riguardo è costituito dal modello ARCH di regressione lineare del tipo:
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con: 
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con A vettore di variabili predeterminate e 
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 vettore dei parametri.

3.2 - L’ARCH LM Test

Per verificare l’ipotesi nulla che non vi siano componenti ARCH fino all’ordine q nei residui di un modello si costruisce la regressione:
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 con 
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residui del modello stimato. Verificando l’ipotesi nulla di assenza di significatività dei coefficienti della regressione (1), si verifica congiuntamente l’ipotesi di assenza di componenti ARCH fino all’ordine q per la varianza del modello. I test di solito utilizzati a riguardo sono il test F ed il test di Breusch-Godfrey. In particolare il test B-D è determinato dal prodotto tra la dimensione della serie osservata ed il coefficiente di determinazione della regressione. Tale statistica è asintoticamente distribuita come una 
[image: image22.wmf]2

q

c

. 

[image: image23.png]s - [Equation: UNTITLED Workfile: TEL30] SEIES
Fle Edt Objects View Frocs Quck Opiions Window Help ET
isw| Procs| Objects| Pt Name| Freeze| Estinate| Forecast|Stets| Resids|

Breusch-Godirey Serial Correlation LM Test.

F-statistic 4603998 Probabilty 0032035
Obs"R-squared 4430048 Probability 0.035312

Test Equation

Dependent Variable: RESID
Method: Least Squares
Date: 09/14/00  Time: 21:20

Wariable Coefficient  Std. Error  t-Statistic Prob.
MIB30(-1) -129E-05 0000387 -0.033305 0.9734
RESID(-1) 0051312 0023314 2145693  0.0320
R-squared 0.002536 Mean dependent var 3520189
Adjusted R-squared 0.001964 S.D. dependent var 359.5667
S.E. of regression 359.2134  Akaike info criterion 14 60685
Sum squared resid 225E+08  Schwarz criterion 1461311
Log likelihood -12757.09  F-statistic 4.436226
Durbin-Watson stat 1999913 Prob(F-statistic) 0.035326
= | Pt =ceviens3 | [58 = none | [WF = ei30

Astart| | @ (24 W || Sdspensa | Eviews - Equation: |33 212





Tabella 3.1: Il test F ed il test B-D applicati alla serie storica relativa ai valori di chiusura del Mib30 dal 5/01/’93 al 6/12/’99. L’ipotesi nulla di non significatività di una componente ARCH non è accettabile ad un livello di significatività  per entrambi i test del 95%.. 

3.3 - Modello ARMA con disturbi ARCH

Accettando l’ipotesi di una varianza condizionata non costante nel corso del tempo, si può pensare di inserire il modello ARCH in un modello ARMA:
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da notare che in tal modo si riesce a trasferire l’informazione passata sia sulla variabile oggetto di studio che sul termine di errore.

In generale il processo ARCH presenta una pluralità di caratteristiche che lo rendono molto attraente per un molteplice uso. In primis va sottolineato che la costruzione della varianza condizionata 
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linearmente dipendente dal quadrato dei residui passati permette di catturare l’andamento tipico delle serie finanziarie con l’alternarsi di periodi di forti fluttuazioni alternati a periodi di stasi con oscillazioni irrilevanti. Un secondo aspetto molto importante è legato al modello di regressione ARCH, capace di approssimare una regressione più complessa con disturbi non ARCH: in altre parole la varianza ARCH comprende l’eteroschedasticità presente in modo da sopperire anche ad eventuali errate specificazioni del modello o a cambi strutturali particolarmente rilevanti.

3.4 - Esempio di modello ARCH: l’ARCH(1)

Il più semplice modello ARCH può essere espresso nella forma:
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[image: image29.wmf].

1

)

(

;

0

)

(

.;

.

.

;

0

;

0

0

=

=

³

>

t

t

t

z

Var

z

E

d

i

i

z

a

a



[image: image30.wmf]0

0

>

a


e 
[image: image31.wmf]0

³

a

 vengono dette condizioni di regolarità: esse garantiscono la condizione di non negatività della varianza. Da notare che i momenti dispari del processo risultano sempre nulli mentre per quelli pari vale il  Teorema 3.1 in Appendice di cui si omette la dimostrazione.

Applicando il suddetto Teorema 3.1 ai primi due momenti della distribuzione non condizionata di 
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si ottiene:
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Dalle relazioni precedenti si evince che 
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è condizione necessaria e sufficiente per la stazionarietà in covarianza del processo non condizionato di 
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. Analogamente 
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è condizione necessaria e sufficiente per l’esistenza del momento quarto non condizionato.

Qualora risultino soddisfatte le condizioni appena citate è possibile calcolare l’indice di Curtosi (K) nel modo seguente:
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L’indice di curtosi di una distribuzione normale è K=3. laddove K assume un valore maggiore di tre, siamo di fronte ad una distribuzione leptocurtica, cioè caratterizzata da code più alte di una normale; distribuzione peraltro tipica dei processi ARCH.

3.5 - Distribuzione di un processo ARCH(p)

Il modello ARCH di ordine p deriva dalla semplice generalizzazione di un processo ARCH di prim’ordine e può essere così rappresentato:
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. La varianza 
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 assumerà la seguente espressione:
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 Queste ultime due condizioni, dette di regolarità, garantiscono la positività della varianza. 

Per quanto riguarda i vincoli necessari a garantire la stazionarietà in covarianza del processo vale il Teorema 3.2 riportato in Appendice. In base a tale Teorema un processo ARCH(p) è stazionario in covarianza se: 
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3.6 - Il modello lineare GARCH(p,q)

Uno dei problemi generalmente riscontrabili nella stima dei modelli ARCH è costituito dalla necessità di introdurre una quantità considerevole di ritardi temporali nell’equazione della varianza condizionata. Al fine di disporre di una parametrizzazione più parsimoniosa del modello si pensò (T.Bollerslev, “Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity”, Journal of Econometrics 1986) di utilizzare la stessa logica che permette di passare dai processi AR(p) ai processi ARMA(p,q). La varianza dell’errore è stata perciò definita sulla base di un processo eteroschedasico generalizzato autoregressivo di ordine “p”, “q”:
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Il comportamento della varianza condizionata dipende dunque, oltre che dagli errori passati al quadrato, anche dai valori antecedenti della varianza stessa. Risulta inoltre immediato che per q=0 si ricade nella modellistica ARCH(p). 

L’analisi del processo è condotta in modo analogo a quella già vista per il modello ARCH(p), portando alla conclusione che la stazionarietà in covarianza di un processo GARCH(p,q) lineare è possibile, se e solo se, è soddisfatto il seguente vincolo:
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Oltre a ciò il calcolo della Curtosi mostra che anche in questo caso la distribuzione degli 
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è leptocurtica. 

Va sottolineato infine che è stato dimostrato che le proprietà statistiche degli 
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 al quadrato sono simili a quelli di un processo ARMA perciò la procedura di identificazione degli ordini “p” e “q” comunemente usata può essere analoga a quella indicata da Box e Jenkins per l’identificazione dei modelli classici ARMA(p,q).

3.7 -  Il modello ARCH-M

Tutti i modelli ARCH/GARCH sono caratterizzati dalla presenza di due equazioni fondamentali: l’equazione relativa al modello (Mean Equation) e l’equazione relativa alla varianza (Variance Equation). Nei modelli esaminati finora la Mean Equation era caratterizzata dal non presentare tra le variabili indipendenti o regressori nessun elemento che spiegasse la volatilità. In realtà, nel cercare di spiegare fenomeni di natura finanziaria, molto spesso i rendimenti attesi di un’attività o di un portafoglio risultano correlati con una misura del rischio atteso. In tale ottica si è pensato di introdurre direttamente nella Mean Equation una componente di rischio, a scelta tra la varianza condizionata e la deviazione standard condizionata, per meglio spiegare l’andamento dei rendimenti. In pratica, se si ritiene che i rendimenti di un’attività siano correlati con la volatilità del periodo in esame, il modello di base si “arricchisce” di un ulteriore regressore  costituito dalla varianza condizionata o dalla deviazione standard condizionata. Da rilevare che i software che forniscono delle stime ARCH/GARCH presentano l’opzione di inserimento di elementi che rendono il modello ARCH/GARCH-M. 

3.8 -  L’Asimmetria della Volatilità

In ambito finanziario è stato riscontrato molto spesso un fattore di asimmetria nella relazione Rischio/Rendimento. Tale fattore fa si che la volatilità sia molto più sensibile ad informazioni negative piuttosto che ad informazioni positive.  In pratica si è osservato che la volatilità è molto più sensibile a forti ribassi piuttosto che a forti rialzi. Di seguito viene presentato un esempio grafico relativo all’indice Mibtel (Figure 3.1, 3.2, 3.3). 
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 Figura 3.1: Rialzo dell’indice Mibtel rilevato con frequenza giornaliera. In 60 giorni l’indice ha subito una variazione positiva del 30,539%. 

Per ovviare a tale particolarità della volatilità sono stati introdotti dei modelli “asimmetrici” quali, ad esempio, il TARCH e l’E-Garch. Senza soffermarci troppo sugli aspetti analitici e formali dei due modelli, va sottolineato come i due modelli affrontino il problema dell’asimmetria con approcci sostanzialmente diversi. Il TARCH è un modello ARCH con una variabile dummy applicata alla componente ARCH in modo tale da avere:
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. In tal modo il modello prevede impatti diversi sulla volatilità per buone e cattive notizie. In termini tecnici si è soliti affermare che per periodi in cui d=1, il fattore ARCH è (+( e si è in presenza di un effetto leva (Leverage Effect) significativo. 
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Figura 3.2: Andamento della deviazione standard a 252 giorni dell’Indice Mibtel nel medesimo periodo della Figura 3.1. La volatilità ha subito una variazione del 5,156% in questo periodo di forti rialzi.
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Figura 3.3: Grafico giornaliero Mibtel in un periodo di ribassi che fanno variare l’indice: -34,3986%.. 
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Figura 3.4: andamento della Deviazione standard a 252 giorni del Mibtel nel medesimo periodo della figura 3.3.

In questa fase di forti ribassi la volatilità ha registrato una variazione pari a –28,0977%.

3.9 -  Il Modello E-Garch

Sicuramente più famoso del TARCH, l’E-Garch si propone come risposta alternativa al TARCH per il problema dell’asimmetria della volatilità. Tale modello, definito anche Exponential Garch, è stato proposto per la prima volta da Nelson (1991). Esso si basa su una specificazione del logaritmo della varianza condizionata che tenga conto del Leverage effect. In formulae si ha:
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Nelson costruisce il modello in maniera tale da non dover presupporre necessariamente la normalità dei termini di errore. La relazione appena descritta si riferisce ad un E-Garch(1,1), generalizzando ad un E-Garch(p,q) si ha:
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Da sottolineare l’importanza del parametro ( che esprime il cosiddetto leverage Effect, poiché se si riscontra la significatività  di questo, implicitamente si accetta l’idea che la serie osservata presenti una componente di asimmetria in linea con la teoria di un modello EGARCH. 

3.10 - Un caso pratico: il Mibtel

E’ stato preso in considerazione l’indice MIBTEL dal 5/01/’93 al 6/12/’99. La serie dei logaritmi dei rendimenti giornalieri (Figura 3.5) presenta una variabilità accentuata in prossimità di una fase di ribasso. Tale asimmetria è riscontrabile anche visivamente come si può osservare (parte destra del grafico della figura 3.5). L’idea di base quindi è che i rendimenti non presentino una volatilità omoschedastica ma, al contrario, una chiara relazione rischio/rendimento. 
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Figura 3.5: Rendimenti giornalieri (calcolati come log(It/It-1) dell’indice Mibtel.

Dall’osservazione della figura 3.7, e delle statistiche riassuntive presenti in essa, emerge una curtosi elevata, mentre il test J-B sconsiglia di accettare l’ipotesi di normalità della serie. L’analisi dei correlogrammi e delle relative statistiche (Figura 3.6) suggeriscono di scegliere come modello identificativo un AR(1). In tal modo si può applicare l’ARCH–test (Tabella 3.2) che conferma la presenza di componenti ARCH da non trascurare nell’identificazione del modello. A questo punto si può implementare un modello AR(1) che tenga conto dell’asimmetria della volatilità riscontrata nei paragrafi precedenti; si è pensato, dopo svariati tentativi, di verificare la significatività di un modello E-Garch(4,4) in Mean per spiegare eventuali fattori di asimmetria o Leverage Effect. La Tabella 3.3 evidenzia la significatività dei parametri del modello AR(1) e della varianza E-Garch(1,1) in Mean. In particolare, facendo riferimento all’output della Tabella 3.3, il RES/SQR[GARCH(1)] rappresenta il Leverage Effect di lag1, in questo caso ampiamente significativo.      
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Figura 3.6: Correlogramma della serie osservata dei logrendimenti giornalieri del mibtel.
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Figura 3.7: Istogramma e statistiche riassuntive della distribuzione della serie dei rendimenti del Mibtel della figura 3.5. Da sottolineare la curtosi elevata e la statistica Jarque-Bera che sconsigliano di accettare l’ipotesi di normalità della serie.
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Figura 3.8: Correlogramma della serie in Figura 3.5. La statistica Q suggerisce la presenza di elementi autoregressivi.
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Tabella 3.2: Ipotizzando un modello autoegressivo di ordine uno per i log-rendimenti dell’indice Mibtel, si è verificata la presenza di eventuali componenti ARCH nei residui. I due test (F e Bg) suggeriscono di rifiutare l’ipotesi di asenza di componenti ARCH.
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Tabella 3.3: Output relativo ad un modello EGARCH(4,4) in Mean. 

Nel modello EGARCH specificato nel paragrafo precedente il Leverage Effect è il parametro (. In questo caso 
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 è pari a –0.026948, valore piccolo che “sottopesa” l’effetto della volatilità sul rendimento. Per verificare la bontà del modello adottato si isola la varianza non spiegata dalla modellistica ARCH/GARCH per verificarne l’omoschedasticità e l’assenza di ulteriori componenti ARCH/GARCH. Da rilevare che l’accettazione della modellistica GARCH nega l’ipotesi di omoschedasticità della varianza condizionata, rendendo inapplicabile il modello tradizionale del CAPM.  Le stime GARCH risultano inoltre estremamente efficaci per stimare una volatilità adeguata da inserire nei più comuni modelli di pricing delle opzioni. 

Per verificare la bontà del modello è sufficiente analizzarne i residui standardizzati: se questi risultano essere privi di autocorrelazione seriale, con media zero e deviazione standard 1 e si può accettare l’ipotesi di normalità della distribuzione, allora si può accettare il modello adottato, ritenendolo sufficientemente esplicativo per la serie osservata.  

PAGE  
5

_1023269200.unknown

_1030463466.unknown

_1031156156.unknown

_1031157692.unknown

_1031157868.unknown

_1031158060.unknown

_1031389965.unknown

_1031157763.unknown

_1031157551.unknown

_1031157637.unknown

_1031157397.unknown

_1030951619.unknown

_1031155925.unknown

_1031156005.unknown

_1030954244.unknown

_1031155788.unknown

_1030954706.unknown

_1030951652.unknown

_1030464147.unknown

_1030951477.unknown

_1030463498.unknown

_1029586876.unknown

_1029587141.unknown

_1030378878.unknown

_1030379312.unknown

_1030379377.unknown

_1030379434.unknown

_1030379007.unknown

_1030378286.unknown

_1029587061.unknown

_1029587111.unknown

_1029586956.unknown

_1023269589.unknown

_1029586487.unknown

_1029586800.unknown

_1023269645.unknown

_1023269481.unknown

_1023269523.unknown

_1023269309.unknown

_1023263185.unknown

_1023265805.unknown

_1023266046.unknown

_1023266084.unknown

_1023265912.unknown

_1023263553.unknown

_1023265685.unknown

_1023263352.unknown

_1023261343.unknown

_1023261890.unknown

_1023261958.unknown

_1023261715.unknown

_1023261243.unknown

_1023261293.unknown

_1023261090.unknown

