I cambiamenti strutturali
                 1.1 Introduzione: Cambi strutturali e specificazioni del modello
Una delle più importanti assunzioni richieste nella specificazione di un modello è l’esistenza di una relazione relativamente costante tra le variabili, in modo da dare un significato alle relazioni che il modello vuole evidenziare. 

 In quest’ottica i test per la verifica di ipotesi sulla costanza dei parametri rappresentano un mezzo efficace per verificare l’eventuale adeguatezza del modello alle variabili prese in considerazione. Alcuni dei metodi più comuni usati per individuare dei cambi strutturali sono, infatti, associati alla verifica dell’ipotesi di costanza dei parametri. Non meno usati per evidenziare dei cambi strutturali sono i metodi ricorsivi i quali spesso si avvalgono anche di tecniche grafiche che rendono maggiormente evidenti e quindi comprensibili i risultati ottenuti.

Probabilmente il test maggiormente noto per la verifica di ipotesi della costanza dei parametri di un modello è il test F per l’analisi della varianza. Tale test statistico risulta ottimale, in un contesto di un modello di regressione lineare normale, per verificare la costanza dei coefficienti di regressione attraverso due o più sottoinsiemi di dati, ciascuno dei quali contiene abbastanza dati da permettere di calcolare delle stime dei coefficienti di regressione subordinate alle varianze dei termini di errore. Chow propose un ottimo test statistico per l’ipotesi della costanza in media della variabile dipendente all’interno dei vari sottoinsiemi in esame.

Successivamente negli anni 70, venne data una considerevole attenzione all’analisi della robustezza dei test rispetto alle condizioni di omoschedasticità e correlazione seriale nei termini di errore: fattori questi che inducono ad un’errata specificazione del modello, così come un’errata identificazione delle variabili, allorquando le variabili sono trattate erroneamente come esogene. Tali fattori esprimono l’idea che la scelta di un modello inappropriato, l’omissione di variabili rilevanti, la mancata considerazione della natura della variabilità dei termini di errore possono facilmente indurre a ravvisare dei break strutturali laddove si è in presenza di semplici problemi di errata specificazione del modello. A tutto questo, nella verifica della presenza di un break va considerato il caso in cui l’eventuale change point da verificare è noto rispetto al caso in cui occorre verificare la presenza del change point stesso.

1.2 Structural change e modelli di regressione

Nell’affrontare il problema dell’individuazione di cambi strutturali nell’evolversi di un fenomeno oggetto di studio occorre trattare separatamente il caso in cui il fenomeno può essere significativamente spiegato attraverso l’uso di un modello di regressione, utilizzando di conseguenza alcune variabili indipendenti in qualità di variabili esplicative.

Ponendo il vettore 
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 quale vettore di variabili casuali indipendenti osservate ai tempi 
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, si ipotizza che
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 rappresenta il vettore dei regressori, 
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 il vettore dei parametri, 
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il vettore dei residui identicamente distribuiti ed indipendenti, con funzione di densità f(.) sottostante a condizioni in seguito specificate. 

L’ipotesi nulla da verificare è la costanza nel tempo della relazione di regressione:
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 EMBED Equation.3  [image: image10.wmf]
L’ipotesi alternativa sintetizza la possibilità che le osservazioni 
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, per poi cambiare verso un modello di regressione con un parametro differente 
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. Il tempo ( si è soliti denominarlo change point. 

Maggiore attenzione è stata posta al caso in cui la funzione di densità f(.) del termine di errore sia normale con media zero e varianza conosciuta o sconosciuta. In questo caso le procedure di test sono connesse agli stimatori minimi quadrati
. E’ noto che la qualità di tali stimatori è molto sensibile agli scostamenti dall’ipotesi di normalità, alla presenza di distribuzioni a code pesanti o alla presenza di outliers. Per tali motivi sono stati sviluppati stimatori cosiddetti robusti, capaci di essere meno influenzati dai problemi precedentemente riportati.

2.15Il test di Chow

Si consideri il modello di regressione lineare 
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in cui si ipotizza che per dati campioni finiti i regressori 
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 siano indipendenti e normalmente distribuiti con media zero e varianza 
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. Da un punto di vista matriciale si può esprimere il modello nella forma:

Y=X(+(
Con X matrice (TxK) e T>K.

Le assunzioni quivi specificate costituiscono allo stesso tempo l’ipotesi nulla del test di Chow. L’ipotesi alternativa è che il coefficiente di regressione ( cambi in un certo punto del campione, in corrispondenza di un’unità temporale t=(. In tal modo il modello può essere riscritto come:
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dove 
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, e dove l’ipotesi nulla è (((((((.

Il test di Chow
 è basato sulla statistica:


[image: image23.wmf])

2

/(

~

~

/

)

~

~

(

)

2

/(

)

(

/

)

(

2

1

2

1

K

T

S

S

K

S

S

SS

K

T

SS

SS

K

SS

SS

SS

F

-

-

=

-

+

-

-

=


dove SS è la somma dei quadrati dei residui dall’equazione Y=X(+(, 
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, e dove 
[image: image26.wmf]i

SS

è la somma dei residui al quadrato dalla regressione di 
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Da rilevare che per ((K o T-(<K, la statistica F non può essere calcolata e la statistica 


[image: image29.wmf])

/(

)

/(

)

(

1

1

1

K

SS

T

SS

SS

F

-

-

-

=

t

t

 applicata.

In generale, partendo da un set di T informazioni, si individua un sub-campione di T1 osservazioni per poter operare delle previsioni sulle restanti T2=T-T1 osservazioni. Nella determinazione delle dimensioni dei sub-campioni, in genere non esistono regole particolari da osservare: in alcuni casi, tuttavia, risulta consigliabile utilizzare dall’85 al 90% delle osservazioni per poter fare delle previsioni sulle rimanenti osservazioni. In quest’ottica le intuizioni di Chow si sono dimostrate utilissime per poter sia individuare dei change point, sia per poter fare delle semplici previsioni basandosi sulle informazioni passate.

 In particolare nella versione “breakpoint” del test di Chow, i dati sono suddivisi in due o più sottogruppi, ciascuno contenente un numero di osservazioni almeno maggiore del numero di coefficienti dell’equazione da stimare. Il proposito di tale partizione è quello di verificare se il vettore dei coefficienti può essere considerato costante tra i vari sottogruppi creati; in tal modo sarà ragionevole accettare l’ipotesi di costanza dei parametri, rifiutando la presenza di eventuali break. 

1.3 I residui ricorsivi

Con il metodo dei minimi quadrati ricorsivi l’equazione è stimata ripetutamente utilizzando gradualmente sub-campioni sempre più ampi.

In generale se 
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 sono i coefficienti da stimare, la prima stima sarà fatta prendendo in considerazione le prime 
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 osservazioni, il passo successivo è quello di considerare non più 
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 quanto 
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 osservazioni e quindi procedere ad una nuova stima del vettore 
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 dei coefficienti. Questo processo termina solo nel momento in cui tutti le T osservazioni del campione sono state utilizzate generando T-
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 stime di 
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Ad ogni passo la stime precedente del vettore 
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 è utilizzata per predire il valore successivo della variabile dipendente e, l’errore di previsione che ne deriva viene definito residuo ricorsivo. 

1.4 Cusum Test

Il test
 è basato sulla somma cumulativa dei residui ricorsivi, e l’instabilità dei parametri si evidenzia allorché tale somma esce fuori dall’area compresa tra le due linee critiche, originate dalla moltiplicazione del valore della somma cumulativa per più o meno il 5%.

In un modello di regressione lineare 
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· con R matrice finita e non singolare di dimensioni KxK,

· con termini di errore indipendenti ed egualmente distribuiti con media zero e varianza 
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,

· con il vettore dei coefficienti ( di dimensione Kx1 e quello dei regressori (1xK),

allora si potrà verificare l’ipotesi di costanza del vettore dei coefficienti nel corso del tempo. Il test Cusum, nella versione standard di Brown, Durbin ed Evans, si basa sui residui ricorsivi, detti anche errori di previsione standardizzati:
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è la stima OLS per ( in base alle prime t-1 osservazioni (t:K+1,…, T), 
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 è invece uguale a:
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L’ipotesi nulla di costanza del vettore dei coefficienti nel tempo viene rifiutata per valori sufficientemente elevati del 
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è la somma cumulata dei primi Z(T-K) residui ricorsivi, 
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1.5 Cusum of Squares test

Tale test
 segue l’approccio legato all’analisi dei residui, analogamente come per il CUSUM test. Nella realizzazione del test si definiscono i residui ricorsivi come 
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 è lo stimatore OLS di (, basato sulle osservazioni precedenti alla t-esima; 
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[image: image51.wmf]1
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 è la submatrice di X corrispondente alle osservazioni precedenti la t-esima.

L’uso dei residui ricorsivi è motivato dalle loro semplici proprietà stocastiche: sotto ipotesi nulla di costanza dei parametri di regressione nel corso del tempo, il vettore W (T-K) dei residui risulta normalmente distribuito con vettore delle medie nullo e con una matrice di varianza/covarianza diagonale pari a 
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. In altre parole, il caso particolare del modello a due fasi:
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In tal modo i residui possono essere scritti come:
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con i termini di errore 
[image: image55.wmf]t

e

risultano essere in correlati, ottenendo:
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dove 
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 la matrice di varianza/covarianza dei residui non mostra nessun limite particolare dovuto alla non costanza dei parametri di regressione.

 Di conseguenza i residui W seguono per unità temporali inferiori o uguali al change point, la distribuzione dell’ipotesi nulla, in caso cioè di costanza dei parametri, viceversa per unità temporali maggiori del change point la distribuzione dei residui è affetta da non costanza dei parametri.

Il valore atteso della statistica test sotto ipotesi di costanza dei parametri è dato da:
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il quale è zero per 
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, invece assume valore uno quando 
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. Anche in questo caso avremo due linee, parallele, sempre costruite alla percentuale del 5%; mentre la linea centrale è data dal valore atteso della statistica test
.
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