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Capitolo I

Analisi delle serie storiche

- Introduzione

Si definisce una serie storica una successione  ordinata di numeri reali che misura un certo fenomeno seguendo un preciso ordine temporale. Lo studio di tale successione trova la propria ragion d'essere nel fatto che la conoscenza di quanto è avvenuto determina ciò che avverrà secondo un principio generale di inerzia e di stabilità delle leggi che conosciamo. Nel caso in cui la serie storica oggetto di studio non è di tipo deterministico ma si basa su una certa distribuzione di probabilità, sarà chiamata processo stocastico. 

Si definisce processo stocastico una famiglia di variabili casuali caratterizzate da un parametro "t" (nel caso delle serie storiche tale parametro consiste nell'unità di tempo considerata). Tali variabili casuali sono definite tutte nel medesimo spazio fondamentale "S"
. 

In altre parole si può affermare che una data serie temporale è una particolare realizzazione di un processo stocastico.
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Figura 1.1 Esempio di una serie storica: serie osservata dei prezzi di riferimento giornalieri del titolo B.di Roma dal 4/02/’99 all’1/12/’99.
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Figura 1.2: Serie osservata dei prezzi di riferimento settimanali
 del titolo B.Roma nel periodo Febbraio /Dicembre ’99. 

1.1 - Identificazione e Previsione

 Prima di approfondire l’analisi dell’investigazione di una serie storica, vanno sottolineate le due principali finalità da perseguire allorquando si  studia una sequenza di dati osservati nel corso del tempo: innanzitutto va identificata la natura del fenomeno rappresentato dalla sequenza di osservazioni a disposizione
; il secondo aspetto da valutare è la possibilità di operare previsioni attendibili di sequenze di dati futuri sulla base delle informazioni disponibili dalla sequenza osservata. Tali fattori vengono riportati in letteratura rispettivamente con i termini di identificazione e previsione. Per perseguire entrambi molto spesso si assume che i dati siano la realizzazione di una combinazione nota di un set di componenti predefinite più un termine di errore di natura stocastica che normalmente crea delle difficoltà di identificazione del modello che si presta meglio a spiegare il fenomeno osservato. In generale va detto che la maggior parte delle serie storiche possono essere descritte in termini di due componenti fondamentali: il trend e la stagionalità. Il primo rappresenta una componente della serie che cambia nel corso del tempo senza tuttavia presentare dei cicli prevedibili a priori; la componente stagionale, al contrario, esprime delle variazioni riscontrabili ad intervalli regolari e sistematici. Per quanto riguarda l’analisi del trend va sottolineato che non esistono tecniche sempre valide ed “immediate” per evidenziare un trend, tuttavia laddove il trend è monotono crescente o decrescente l’analisi risulta piuttosto facilitata. Molto spesso una semplice osservazione visiva della serie permette di diagnosticare la presenza di un trend, tuttavia, laddove non si è certi di poter fare affidamento su semplici impressioni, può essere utile analizzare le funzioni di autocorrelazione in seguito specificate
. Spesso è necessario, al di là della mera evidenziazione, rimuovere la componente di trend. A riguardo esistono varie metodologie, tra tutte la più usata, nonché la più facile da utilizzare, risulta essere quella delle differenze successive
. Tale approccio si rivela molto conveniente allorquando si rimane nell’ambito della modellistica ARIMA in seguito analizzata. In generale risulta utile “ridurre” la presenza di fattori di “disturbo” che possono “nascondere” la componente di trend: tale obiettivo può essere raggiunto attraverso l’utilizzo di opportune medie mobili. La componente stagionale è invece facilmente riscontrabile osservando l’eventuale correlazione tra un elemento della serie e gli elementi successivi. Da un punto di vista formale ciò è possibile attraverso l’analisi della funzione di autocorrelazione: un utile strumento sia per l’analisi del trend che per l’analisi di fattori stagionali. Va sottolineato inoltre che, anche per “smussare” le componenti stagionali, le medie mobili rappresentano un metodo efficace in quanto, per costruzione, tendono a ridimensionare eventuali “outperformance”. 
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Figura 1.3: Esempio di serie storica con una chiara presenza di una componente di trend definita e crescente.
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 Figura 1.4: Evidenziazione del trend nella serie della figura 1.3 attraverso una media mobile esponenziale con peso     pari a 2/(n+1) dove n è la numerosità della serie osservata.
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Figura 1.5: Esempio di come detrendizzare (o eliminare la componente di trend) la serie della figura 1.3. Per ottenere la serie detrendizzata è stata applicata una differenza prima alla serie della figura 1.3. In altre parole il valore assunto dalla serie detrendizzata al tempo t è dato dalla differenza tra il valore della serie della  figura 1.3 al tempo t, meno il valore della serie in figura 1.3 al tempo t-1. In tal modo si ottiene una serie priva della componente di trend lineare.    

1.2 - Strumenti di analisi per l’identificazione e la previsione: le medie mobili e lo smorzamento esponenziale

La figura 1.4  rappresenta in concreto come evidenziare la componente di trend di una serie osservata utilizzando le medie mobili. In generale le tecniche di smussamento rappresentano il primo passo per individuare un opportuno modello di previsione da applicare alla serie oggetto di studio. La serie smussata attraverso l’utilizzo di una media  mobile evidenzia un andamento chiaramente lineare crescente, lasciando presupporre che un buon modello di previsione capace di prevedere al meglio i valori futuri della serie potrebbe essere un modello lineare in funzione del tempo: l’unità temporale diventa regressore del modello adottato. Le medie mobili vengono calcolate su un insieme di osservazioni di numerosità costante e predeterminata, da aggiornarsi nel tempo mediante l’eliminazione dei dati più vecchi e l’introduzione di quelli più recenti: in tal modo si ottiene, così come si vede nella figura 1.4, una serie storica appiattita, caratterizzata da un ritardo temporale rispetto a quella originaria, alla quale di solito viene affiancata. Un’ulteriore decisione riguarda la metodologia di computo della media; di solito si utilizzano la media semplice, quella ponderata o quella esponenziale. La media mobile semplice è quella più utilizzata:
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In questo caso ai dati della serie viene attribuito un identico peso, 1/n, che si annulla istantaneamente nel momento in cui gli stessi vengono gradualmente eliminati. Tale indicatore è caratterizzato dal fatto di presentare una scarsa sensibilità ai dati più recenti. La media mobile ponderata viene invece utilizzata allorquando si vuole conservare il più possibile l’informazione derivante dai dati più recenti. Essa può essere sintetizzata nella formula seguente:


[image: image7.wmf]å

å

-

=

-

=

-

-

-

=

1

0

1

0

)

(

)

(

)

(

)

(

n

i

n

i

i

n

W

i

n

W

i

n

P

n

MMP


in cui W è un opportuno fattore di ponderazione. Tali sistemi non riducono il rischio di perdita istantanea delle informazioni meno recenti; per tale scopo vengono utilizzate le medie mobili esponenziali, le quali assegnano pesi più alti ai dati più recenti mantenendo comunque un peso consistente per i dati passati. Dalle medie mobili esponenziali si ottengono delle curve vicine alle serie storiche originarie da cui scaturiscono le sequenze di medie mobili. La formula per calcolare la media mobile esponenziale con numerosità n è la seguente:
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Con 0<W<1 in modo da attenuarne gradualmente l’effetto senza mai annullarlo. Per il calcolo di tale media risulta molto utile la seguente relazione ricorsiva:

MME(t)=MME(t-1)(1-W)+Pt(W) .

- Lo smorzamento esponenziale 

L’Exponential Smoothing rappresenta un utile strumento di previsione puntuale, soprattutto quando si hanno a disposizione pochi dati. Esso si rivela un utile metodo per la previsione sotto ipotesi di aspettative adattive. Tale procedura si basa sull’idea che una ragionevole previsione del valore di una serie X al tempo t possa essere costituita da una combinazione lineare della previsione fatta sulla stessa serie nell’istante precedente. Tale combinazione lineare deve però tener conto della variazione registrata nell’unità temporale precedente tra l’effettivo valore della serie e la previsione realizzata. Di solito si sceglie tra cinque metodi di smussamento:

· Parametro singolo

· Doppio smussamento

· Moltiplicativo

· Additivo

· Non stagionale.

1.2.1 - Smussamento singolo

Tale metodo si rivela particolarmente appropriato per serie che si muovono casualmente attorno ad un valore medio costante senza trend o componenti stagionali.
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. Figura 1.6: La serie in rosso è un tipico esempio di serie da “smorzare” attraverso lo smussamento singolo
Lo smorzamento esponenziale rappresenta il primo strumento da utilizzare per poter eventualmente “decomporre”
 la serie originaria in un set di componenti predefinito e conseguentemente per spiegare la serie osservata attraverso un opportuno modello sufficientemente esplicativo ed efficiente da un punto di vista previsionale. Nell’esempio relativo alla serie ottenuta dal modello moltiplicativo della figura 1.7 si può riscontrare la capacità dello smorzamento esponenziale di evidenziare eventuali componenti stagionali da riportare allorquando si vuole costruire un modello sufficientemente esplicativo per la serie osservata. Se, infatti, si applica a tale serie uno smussamento esponenziale con costante di smussamento a=0,3, si ottiene il grafico della figura 1.9  dove risulta evidente un aumento repentino dei valori osservati dalla ventisettesima osservazione in poi, a testimonianza della presenza di una componente di segno positivo che caratterizza l’intervallo temporale che va dalla ventisettesima osservazione alla sessantesima.   
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 Figura 1.7: Esempio di serie storica con una componente di trend moltiplicata per una componente stagionale più una componente casuale di tipo normale.

La serie della figura 1.7 è stata ottenuta moltiplicando una componente di trend per una componente stagionale più un termine di errore di natura stocastica. In pratica tale serie è la risultante di tre componenti: trend, stagionalità e fattore casuale. La relazione è di tipo moltiplicativo, sintetizzabile con il seguente modello:


[image: image11.wmf]t

t

t

t

t

B

S

X

e

+

=

*

*


con 
[image: image12.wmf]t

S

 componente stagionale pari ad 1 per t che va da 1 a 27, uguale a 2 per le restanti osservazioni. La componente di trend è stata posta pari a 0,3 mentre il termine di errore è stato ottenuto attraverso l’uso di un generatore di numeri casuali provenienti da una distribuzione normale standard. Applicando una media mobile di tipo esponenziale a otto termini con peso W=2/(n+1), così come si può osservare nella figura 1.8, vengono maggiormente messi in risalto sia il trend crescente che la componente stagionale che fa “lievitare” la serie dalla ventisettesima osservazione in poi. Da notare che in questo caso basta applicare una trasformazione logaritmica alla serie originaria per avere le tre componenti (trend, stagionalità e componente casuale) legate da una reazione puramente additiva di facile approccio. In questo caso si è usato il metodo dello smussamento singolo poiché la componente di trend non era particolarmente rilevante. In generale, se il campione di osservazioni va da 1 a T, la previsione per il valore futuro della serie al tempo (T+k), con K>0,  risulta essere:  
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. Da sottolineare infine che molto spesso risulta particolarmente conveniente attuare delle trasformazioni di tipo logaritmico o di tipo esponenziale per “facilitare” il compito di un’esatta identificazione.
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Figura 1.8: Sequenza di medie mobili esponenziali di otto termini applicata alla serie della figura 1.6.
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Figura 1.9: Smussamento esponenziale della serie della figura 1.3 con costante di smorzamento a=0,3. Lo smussamento evidenzia il fattore stagionale dalla ventisettesima osservazione in poi.
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Figura 1.10: La serie in blu rappresenta la serie originaria costituita da un trend lineare più un termine di errore proveniente da una popolazione con distribuzione normale con media zero e varianza uno.  La serie verde rappresenta la serie blu smussata attraverso il metodo dello smussamento singolo, quella in rosso rappresenta la serie smussata attraverso il metodo dello smussamento doppio.

1.2.2 - Smorzamento doppio (ad un parametro)

Tale approccio risulta molto efficace allorquando si analizza una serie con trend chiaramente lineare. In questo caso si effettua uno smorzamento preventivo. Per ulteriori dettagli su tale metodo vedi il paragrafo 1 dell’Appendice.

1.2.3 - Smorzamento moltiplicativo

Tale metodo è appropriato per serie con trend lineare e variazione stagionale moltiplicativa. La serie smussata F sarà data dalla seguente relazione:
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con a intercetta o componente permanente, b trend della serie, 
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 fattore moltiplicativo stagionale.

Questi tre coefficienti sono definiti in maniera formale nell’appendice, paragrafo A1.
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Figura 1.10: L’efficacia dello smussamento doppio per serie con trend lineare evidente è riscontrabile in tale figura.  

1.2.4 - Smorzamento additivo (tre parametri)

Tale metodo è appropriato per serie con un trend lineare nel corso del tempo ed una variazione stagionale additiva. La serie smussata è data dalla seguente relazione:
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con a intercetta o componente permanente, b componente di trend, 
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 fattore stagionale additivo di trend. Le formule relative a tali coefficienti sono riportate in appendice. 

In questo caso una previsione al tempo (T+k) è data da:
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1.2.5 - Smorzamento non stagionale a due parametri

Tale metodo risulta appropriato per serie con trend lineare e senza variazioni stagionali. Esso è simile al metodo dello smorzamento doppio ma rispetto a questo utilizza si differenzia poiché utilizza due parametri invece che uno. La serie smussata è data da:
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con a intercetta e b componente di trend. Le relazioni analitiche relative ai parametri della serie smussata vengono, come al solito, riportate in Appendice.
1.3 - Momenti di un processo stocastico 

Finora si è implicitamente assunto che, nello studio di una serie storica osservata, si lavora in realtà con due serie: quella empirica e quella desunta dal modello scelto da associare alla sequenza osservata. Se per esempio guardiamo ai vari metodi di smussamento esponenziale esposti in precedenza, si può vedere come alla fine le serie siano sempre due: X ed F, dove F è la serie X "smorzata" o serie delle previsioni (Forecast). La differenza tra le due serie risulta essenziale se si vuole avere un'idea sulla bontà della scelta effettuata per quanto riguarda il modello da associare alla serie empirica. In quest'ottica risulta fondamentale studiare i momenti della serie scaturita dal modello scelto, i cosiddetti momenti teorici, attraverso i quali si possono accettare determinate ipotesi, come ad esempio la stazionarietà, che facilitano enormemente lo studio di una serie. Lo studio dei momenti, ed in particolare di alcuni momenti della serie, deriva dal fatto che tutti i modelli stocastici sono in grado di generare una serie temporale di lunghezza infinita, di conseguenza è necessario riassumere le informazioni a disposizione attraverso poche grandezze caratteristiche. Tale compito può essere svolto in due modi: o attraverso la specificazione della distribuzione di probabilità congiunta della serie nel corso del tempo, o attraverso il calcolo dei momenti del processo teorico. La prima opzione risulta piuttosto complicata, di conseguenza si analizzano i momenti teorici, in particolare i momenti di primo e second'ordine. Di seguito verranno esposte le relazioni formali che esprimono i momenti teorici di primo e second'ordine sottolineando come essi siano tutti in funzione dell'unità temporale. 

1.3.1 - Valore medio atteso

Una volta assunto il modello da "associare" alla sequenza di valori osservati, si assume che i valori generati da tale modello appartengano ad un processo stocastico che chiameremo  
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. Il valore medio atteso del processo stocastico suddetto sarà espresso dalla relazione:
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dove E sta per Expected value. Tale terminologia sta a sottolineare  che il valore espresso è il valore che si attende dovrebbe realizzarsi nel lungo periodo. In realtà la relazione suddetta è un vero e proprio "artificio teorico" poiché, essendo la serie di lunghezza infinita, probabilmente non si arriverà mai al valore suddetto. Il valore medio costituisce il momento di prim'ordine della serie teorica studiata e si differenzia notevolmente dal momento di prim'ordine della serie osservata: in quest'ultimo caso infatti il valore non è nient'altro che la media dei valori osservati. Da notare che, così come evidenziato dalla formula, il valore atteso è espresso in funzione del parametro temporale.

1.3.2 - Varianza 

In formulae si ha:
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Anche in questo caso la relazione evidenzia la dipendenza della varianza dal tempo. La varianza è un momento di second'ordine che esprime una misura della dispersione media della variabile Z rispetto al suo valore atteso nel corso del tempo. La radice quadrata della varianza si definisce come scarto quadratico medio. 

1.3.3 - Autocovarianza

L’autocovarianza è la covarianza tra valori della serie Z in istanti temporali diversi. Normalmente la covarianza misura la tendenza di due grandezze a variare nello stesso senso, in questo caso si utilizza un’unica variabile misurata in due istanti temporali diversi. In formulae si ottiene:
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Da notare che l’autocovarianza è funzione di due istanti temporali, t e (t+k). In quest’ottica la varianza risulta essere un caso particolare dell’autocovarianza, ponendo k=0. 

1.4 – Una breve analisi delle funzioni di autocorrelazione

Sempre nell’ottica del perseguimento di un’esatta identificazione del modello più appropriato da associare alla serie osservata, risulta molto importante l’analisi delle funzioni di autocorrelazione e di autocorrelazione parziale. L’autocorrelazione supera, rispetto all’autocovarianza, il limite di quest’ultima di non essere compresa fra limiti fissi in quanto compresa tra i valori estremi di –1 e +1. L’autocorrelazione si ottiene semplicemente dividendo l’autocovarianza per il prodotto degli scarti quadratici medi di 
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La “funzione di autocorrelazione globale”  
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 del processo stocastico 
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è il coefficiente di correlazione lineare tra le variabili casuali 
[image: image32.wmf]t

Z

 ed 
[image: image33.wmf]k

t

Z

-

 calcolato al variare di k=0,1,2,….
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Lo strumento utilizzato per visualizzare le eventuali correlazioni seriali tra i termini della serie è il correlogramma. Esso rappresenta l’insieme dei coefficienti di autocorrelazione per k=0,1, 2,3,….. riportati su di un sistema di assi cartesiani che vede sull’asse delle ascisse il lag K
 e sull’asse delle ordinate  
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. I valori ottenuti saranno tutti compresi tra –1 e +1. Molto spesso la morfologia assunta dal correlogramma aiuta nel processo di identificazione del giusto modello da associare alla sequenza osservata.  Va sottolineato inoltre che l’eventuale presenza di una forte correlazione seriale rende impossibile assumere l’ipotesi di indipendenza dei valori osservati, ponendo non pochi problemi per quanto riguarda l’identificazione di un modello significativo. Un altro utile metodo per esaminare la dipendenza seriale tra i termini della serie in esame è la funzione di Autocorrelazione parziale. Essa rappresenta un’estensione della funzione di Autocorrelazione globale. La funzione di autocorrelazione parziale 
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viene definita come la correlazione lineare tra 
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al netto delle  correlazioni lineari intermedie. Un’analisi più dettagliata di tale funzione verrà fatta allorquando si tratteranno i modelli di Box & Jenkins.

1.5 - Ergodicità

 La stima della funzione di autocorrelazione globale a partire da una serie storica richiede il concetto di ergodicità
. Formalmente un P.S. temporale si dice ergodico se  la media di insieme tende alla media temporale al divergere delle osservazioni dove per media d’insieme si deve intendere 
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, la media cioè nella medesima unità temporale 
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di n manifestazioni del processo stocastico z; la media temporale risulta invece essere la media dei valori riscontrati su z per più unità temporali:
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1.6 - Stazionarietà dei processi stocastici

Tutte le relazioni analizzate finora risultano funzioni del tempo comportando notevoli problemi di analisi. Se ad esempio si afferma che il valore medio atteso 
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, implicitamente si assume che al variare del tempo il valore atteso di Z sarà quasi sempre diverso rispetto al periodo precedente. Tale relazione “perennemente mutabile” potrebbe continuare all’infinito visto che la relazione è in funzione del tempo ed inoltre anche le grandezze descritte precedentemente, autocovarianza, autovarianza e funzioni di autocorrelazione, avrebbero lo stesso problema. Tale inconveniente viene in qualche modo aggirato introducendo l’ipotesi di stazionarietà di opportune trasformazioni del processo stocastico analizzato.

Da un punto di vista formale si considerano due definizioni di stazionarietà: in senso debole ed in senso forte. 

Un processo stocastico 
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 si dice stazionario in senso debole di ordine
 due se sono rispettate le seguenti condizioni:
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 per ogni K≠0;

Con μ, 
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 indipendenti dal tempo; 
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 con un valore finito; 
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 dipendente solo da K.

La stazionarietà in senso forte di un P.S. è invece una condizione molto più restrittiva, difficilmente riscontrabile e, di conseguenza, poco utile da un punto di vista operativo: essa poggia sull'assunto che 
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 abbia associata una forma di distribuzione che non varia nel tempo.

Un semplice esempio di P.S. stazionario è il White Noise (WN), o Rumor Bianco, nel quale le variabili casuali   hanno una distribuzione indipendente ed egualmente distribuita (i.i.d.):
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Figura 1.11: Visualizzazione di una sequenza di dati generati da un processo stocastico stazionario.Si 

può osservare come vi sia un continuo ritorno al valore medio, continue oscillazioni attorno ad esso.
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 Figura 1.12: Correlogramma di un processo AR(1) stazionario con parametro positivo.
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Figura 1.13: Correlogramma di un processo AR(1) non stazionario. 

Da notare come il correlogramma decresca molto lentamente nel tempo.

1.7 - Invertibilità dei processi stocastici

Una seconda proprietà molto importante non sempre riscontrabile nei processi stocastici è l’invertibilità. Nello studio dei modelli econometrici molto spesso si trova, tra le ipotesi di base dei modelli, oltre alla stazionarietà, anche l’invertibilità. Tale ipotesi viene richiesta per evitare la molteplicità dei modelli applicabili al fenomeno oggetto di studio: può accadere infatti che ad uguali strutture statistiche possano corrispondere due o più modelli diversi. Per quanto riguarda i modelli comunemente utilizzati nel campo finanziario, tale problema si incontra per i processi a media mobile
 mentre per quanto riguarda quelli autoregressivi tale condizione è sempre verificata.      

Vedremo come tale proprietà sia facilmente riscontrabile allorquando si lavora con i modelli di Box & Jenkins.

1.8 -  I modelli stocastici di Box e Jenkins

I modelli di Box e Jenkins sono numerosi ma tutti derivano da due fondamentali:

il modello autoregressivo ed il modello a media mobile. Vi è poi il modello misto che comprende i due precedenti. Nella descrizione dei modelli di Box & Jenkins, senza perdita di generalità, verrà posta ((0 (assenza di intercetta).

1.8.1 - Modello autoregressivo di ordine p (AR(p))
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I parametri 
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costituiscono i coefficienti della regressione lineare della variabile casuale 
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rispetto ai suoi stessi valori passati, 
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, processo WN, è il termine di errore. In modo sintetico il modello autoregressivo viene indicato con AR(p). Da rilevare che la presenza come regressori di valori passati della variabile dipendente fa si che la teoria classica della regressione non si possa applicare completamente al modello esaminato
.

Si può sottolineare come un AR(1) possa essere derivato dalla decomposizione di Wold (Vedi Appendice: Il teorema di Wold) scegliendo opportunamente i pesi
; se infatti si pone 
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In generale, lavorando con processi AR(p), risulta conveniente utilizzare l’operatore backshift B, denominato anche lag operator, che semplifica notevolmente determinate relazioni. Tale operatore si definisce come segue:


[image: image65.wmf]1

-

=

t

t

X

BX


ed in generale si ha:
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mentre se si ha a che fare con una costante ( si ha:
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1.8.2 -Processo AR(1)

Utilizzando il lag operator, il processo autoregressivo di ordine uno potrà essere espresso nel seguente modo:
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in modo tale da avere:
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Quest’ultima relazione convergerà solo se 
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(condizione di stazionarietà per il processo X). 

Un processo AR(1) ha, così come si è dimostrato in Appendice,   una funzione di autocorrelazione globale data da 
[image: image71.wmf]k

k

f

r

=

. In tal modo si può affermare che per (>0 la funzione di autocorrelazione globale tende a zero in modo monotono, mentre per (<0 essa varierà tra –1 ed 1 a segni alterni.

In definitiva, osservando anche i correlogrammi riportati nelle figure 1.12, 1.13, 1.14, un andamento monotono decrescente chiaro e rilevabile già dopo pochi lag indica che il processo analizzato potrebbe essere un AR(1) stazionario con parametro positivo, un correlogramma che presenta un andamento altalenante del tipo della figura 1.12 suggerisce che il processo in esame può essere un AR(1) stazionario con parametro negativo; infine un correlogramma che presenta un andamento decrescente “slowly” come quello in figura 1.11 suggerisce di considerare il processo in esame come un AR(1) non stazionario.  
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Figura 1.14: Correlogramma di un AR(1) stazionario con parametro (<0.

1.8.3 - Modello a media mobile
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 sono  costanti, a è il termine di errore, questa volta presente come regressore nelle q unità temporali considerate. In questo caso, da un punto di vista formale, il modello viene denominato MA(q): Moving Average di ordine q.

Essendo q un numero reale, il processo è costituito da un numero finito di termini q. Quest’ultima considerazione permette di assicurare la stazionarietà di un MA(q) senza nessuna restrizione per quanto riguarda i parametri del processo.

La media di un MA(q) è zero poiché tale processo, senza intercetta, non è altro che una combinazione lineare di variabili casuali di tipo WN con media zero. 

Le autocovarianze di un MA(q) sono espresse dalla seguente relazione:
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Come al solito la varianza si ottiene dall’autocovarianza ponendo k=0:
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Tali relazioni confermano la stazionarietà di un processo MA(q) poiché nessuna delle grandezze descritte dipende da t.

1.8.4 - Processo  MA(1)

Un processo del tipo:
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si definisce MA(1). Anche in questo caso si può esprimere il processo suddetto in funzione del lag operator, ottenendo la seguente relazione:
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Figura 1.15: Correlogramma di un processo MA(1) con parametro –0,4.

Come si può osservare dalla figura 1.15, il processo MA(1) presenta una spiccata correlazione tra le osservazioni immediatamente successive (o precedenti) (K=1) mentre per le altre osservazioni il processo non ha memoria, determinando un correlogramma sostanzialmente diverso da quelli analizzati per i processi autoregressivi. Tali difformità morfologiche aiutano nel processo di identificazione di una serie storica. Un’altra caratteristica rilevante per un processo MA(1) si ottiene osservando la funzione di autocorrelazione globale per k=1: da essa si ricava infatti la seguente equazione:    
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Dalla quale si ricava, per valori del parametro ( reali, 
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. L’equazione suddetta lascia spazio ad un’ulteriore considerazione che richiama il concetto di invertibilità precedentemente espresso: essa infatti ha come soluzioni reali sia ( che 1/(, il che equivale a dire che per ogni correlogramma come quello espresso nella figura 1.15, corrispondono due processi MA(1), uno con parametro ( e l’altro con parametro 1/(. In questi casi si privilegia il processo MA(1) con parametro –1<(<1 poiché in tal modo si lavora con un processo MA(1) che può essere trasformato in un processo autoregressivo stazionario di ordine infinito (AR(()):
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1.8.5 - Stazionarietà ed invertibilità per processi AR(p) ed MA(q)

Le due condizioni di stazionarietà e di invertibilità per i processi stocastici sopra descritti vengono presentate congiuntamente poiché si può dimostrare che la condizione di stazionarietà per un AR(p) coincide con la condizione di invertibilità di un MA(p). Si è già visto come un processo MA(q) è sempre stazionario, analogamente un processo AR(p) è sempre invertibile. L’invertibilità, è bene ribadirlo, consente di far corrispondere ad una certa funzione di autocorrelazione uno ed un solo modello esplicativo. Un processo MA(q) non è invece sempre invertibile. Nell’Appendice viene riportata la condizione di Box & Jenkins per l’invertibilità di un MA(q) (o per la stazionarietà di un AR(q)).

1.8.6 - Il modello ARMA(p,q)

Il terzo modello fondamentale di B&J è una combinazione tra il processo autoregressivo e quello a media mobile. Si può considerare, ad esempio, la combinazione tra un AR(1) ed un MA(1), noto come ARMA(1,1):
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Il modello ARMA(1,1) porta quindi sia ad una rappresentazione infinita di un processo autoregressivo che di un processo a media mobile sempre con infiniti pesi.

In generale, generalizzando ad un processo ARMA(p,q), le condizioni viste nei paragrafi precedenti e nell’Appendice riguardanti la stazionarietà dei processi AR e l’invertibilità dei processi MA valgono anche per i processi ARMA. 

Per le determinazioni delle funzioni di Autovarianza, Autocovarianza ed Autocorrelazione vedi l’Appendice. In generale un processo ARMA(p,q) può essere ottenuto dalla combinazione tra un AR(p) ed un MA(q):
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o, alternativamente, espresso dalla relazione:
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sinteticamente esprimibile come:
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Le condizioni di stazionarietà e di invertibilità associate rispettivamente ai processi AR(p) e MA(q) permangono per il processo ARMA(p,q). Il correlogramma di un processo ARMA(p,q) conserva le stesse caratteristiche di un correlogramma di un AR(p) tranne che per i primi q-p valori iniziali. La funzione di autocorrelazione parziale, per k>p-q, si comporta come un processo MA(q). 

I tre correlogrammi di seguito evidenziati rappresentano, rispettivamente, partendo da sinistra ed andando in senso orario, i correlogrammi di un AR(1) stazionario, di un MA(1) e di un ARMA(1,1) stazionario. I parametri dei tre processi non sono uguali tuttavia risulta lo stesso visibile quanto esposto in precedenza: il processo ARMA(1,1) ha una funzione di correlazione globale simile a quella di un processo AR(1) e le funzioni di autocorrelazioni parziali simili a quelle di un processo MA(1).
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1.9 - Significatività statistica del coefficiente di autocorrelazione

L’importanza dei correlogrammi è stata ampiamente evidenziata nei paragrafi precedenti. La forma assunta da questi permette di associare un modello ad una serie empirica di osservazioni da esaminare. I grafici riportati presentano tuttavia, oltre alla rappresentazione delle determinazioni assunte dalle funzioni di autocorrelazione all’aumentare del lag k, anche delle “bande di oscillazione” tratteggiate volte a determinare l’intervallo di confidenza entro cui non si rifiuta l’ipotesi di assenza di autocorrelazione. Il correlogramma di un processo WN, ad esempio, presenta una serie di valori giacenti tutti all’interno degli intervalli tratteggiati, in linea con una caratteristica fondamentale del WN, l’assenza di autocorrelazione per ogni k. La costruzione dei suddetti intervalli di confidenza si basa su una intuizione di Bartlett, il quale ha dimostrato che un WN ha un coefficiente di autocorrelazione la cui distribuzione è riconducibile ad una normale con media zero e   varianza 1/n, con n numerosità campionaria. Sotto tale ipotesi è possibile costruire gli intervalli di confidenza come quelli tratteggiati delle figure presentate precedentemente. In particolare gli intervalli evidenziati graficamente corrispondono ad un livello di significatività del 95% con i due estremi
 pari a 
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1.10 - Differenze successive e Modelli ARIMA

L’operatore differenza è simile al lag operator, presentando proprietà simili a quest’ultimo. Si definisce l’operatore differenza D(
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. Analogamente, come per il lag operator, si ha: 
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; in generale: 
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Tale operatore risulta molto spesso fondamentale allorquando si ha a che fare con serie non stazionarie che, una volta applicato il D-operator, diventano stazionarie. In quest’ottica un modello ARMA applicato ad una serie 
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 ottenuta come differenza d-esima di una serie 
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 viene definito processo ARIMA(d,p,q) dove d è il numero di differenze per rendere la serie stazionaria, p sono i termini della parte autoregressiva del processo e q sono i termini della parte a media mobile del modello. Da sottolineare che l’operatore di differenziazione tende a rendere la serie fortemente regolare. In sintesi si ha un processo stazionario se d=0, se d=1 il processo è tale che i suoi incrementi sono stazionari, se d=2 il processo ha livello e pendenza che si modificano nel tempo. 

� Lo spazio fondamentale è l’insieme degli eventi possibili. Quando si parla di variabili casuali esso coincide con il campo di esistenza di una funzione, la variabile casuale appunto, la quale va da S(R con R insieme dei numeri reali.


� I grafici delle figure 1.1 ed 1.2 riportano l’andamento dei prezzi del medesimo titolo e nel medesimo arco temporale, tuttavia l’unità temporale di riferimento che caratterizza il parametro t è giornaliera nel primo grafico, settimanale nel secondo. Risulta in tal modo chiaro quanto possa essere determinante la scelta del parametro temporale per descrivere un fenomeno oggetto di studio.


�Il processo di identificazione comporta un’attenta analisi della serie osservata volta a delineare la giusta relazione funzionale da associare alla serie:l’impatto che le variabili esaminate hanno sulla serie nel corso del tempo.


� In particolare, se la funzione di Autocorrelazione globale tende a zero molto lentamente e con un andamento rettilineo, si può essere certi della presenza di una componente di trend che caratterizza la serie di dati esaminata.Ulteriori importanti indicazioni si possono dedurre dall’analisi della funzione di autocorrelazione parziale che,  in presenza di trend, fornirà valori  prossimi a uno e molto più vicini a zero per K>1.


� Una definizione completa delle differenze successive è presente nel paragrafo 1.10.


� Il termine non è stato usato a caso in quanto in questi casi si parla di metodi di decomposizione della serie osservata: si cerca cioè di individuare ed isolare le componenti di trend, stagionalità ed eventuali componenti cicliche e si analizza il tipo di relazione che intercorre tra queste stesse componenti (additiva, moltiplicativa, etc.).


� Oltre ai suddetti metodi ne esistono molti altri (tra gli altri va ricordato il filtro di Hodrick-Prescott), la conoscenza dei quali porta ad un approfondimento dell’argomento al di sopra del livello necessario di conoscenze per lavorare con serie storiche di tipo finanziario. 





� Per lag k si intende il ritardo di ordine k. Se k=1, allora si ha k=t-(t-1), se k=2, k=t-(t-2).


� Il fatto che si possa ottenere una stima consistente delle proprietà statistiche di un P.S. stazionario dallo studio di un solo campione temporale di lunghezza finita non è per nulla ovvio; quello che si ricerca è un P.S. nel quale la rilevazione effettuata su una singola manifestazione temporale in un gran numero di punti successivi porta alle stesse distribuzioni statistiche che si otterrebbero considerando un gran numero di valori riferiti allo stesso istante t.  Se viene riscontrato ciò allora risulta molto conveniente considerare una singola manifestazione in tempi successivi piuttosto che ricorrere a più manifestazioni dello stesso processo.


� Si è specificata la stazionarietà in senso debole di ordine due poiché è la più usata, in generale l’ordine coincide con il numero di momenti che si richiede debbano essere indipendenti dal tempo.


� I modelli Autoregressivi, a media mobile ed i modelli misti vengono analizzati nei paragrafi successivi. 


� La presenza di variabili ritardate comporta una distorsione (Bias) delle stime dai parametri ( per piccoli campioni.


� Tale assunzione vale per processi stocastici AR(p) di tipo stazionario.


� Un’analisi dei principali test statistici volti ad individuare l’eventuale presenza di stazionarietà è riportata nel capitolo successivo.
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