Cenni introduttivi sulla regressione lineare

In ambito finanziario risulta piuttosto importante conoscere i presupposti teorici sottostanti il modello di regressione lineare: basti pensare all’importanza del CAPM, punto di partenza per lavorare su previsioni determinanti per la gestione di un portafoglio. A questo proposito può risultare conveniente ribadire gli aspetti teorici di base del modello di regressione lineare non mancando di sottolineare i concetti esposti con esempi pratici utili per acquisire una maggiore familiarità con “tools” econometrici e fogli di calcolo necessari per operare in questo campo. 

Il modello di regressione lineare si inserisce in un insieme di strumenti spesso necessari per spiegare in sintesi l’evolversi di un fenomeno e le relazioni causali  che lo caratterizzano. Avere a disposizione una stima efficace della relazione funzionale che lega due o più variabili permette di capire e spiegare al meglio un qualsiasi fenomeno. L’esempio classico di una relazione funzionale chiara ed esprimibile attraverso un modello lineare è la relazione REDDITO/CONSUMO in ambito macroeconomico. Appare intuitivo che all’aumentare del reddito aumenteranno anche i consumi, così come può essere ragionevole pensare che i consumi possano variare rispetto al reddito in modo proporzionale, al di là di un livello minimo di base. Per chi non avesse capito la relazione appena descritta, sicuramente potrà comprenderla se espressa in termini analitici come:
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dove  C è la variabile macroeconomia Consumo, ( è un livello minimo dei consumi sotto il quale non si può andare, R è la variabile macroeconomia Reddito. Il coefficiente ( in questo caso rappresenta la variazione dei consumi all’aumentare del reddito di una unità. Da notare la capacità di sintesi della suddetta relazione che riesce ad esprimere contemporaneamente la relazione diretta tra redditi e consumi ed il fatto che vi possa essere un livello minimo di consumi che non è influenzato dal reddito. 

Purtroppo nella realtà non accade mai che un fenomeno possa essere spiegato alla perfezione da un altro fenomeno: vi sono sempre dei fattori di disturbo che “nascondono” l’esatta relazione funzionale tra le variabili in esame. 

In generale lo studio di più variabili finalizzato alla scoperta della corretta relazione funzionale tra di esse ed alla stima dei coefficienti che esprimono tale relazione viene racchiuso nelle fasi di specificazione ed identificazione di un modello esplicativo. In ambito finanziario si lavora con variabili che variano nel corso del tempo (Prezzi, Rendimenti, Utili…), pertanto occorrerà innanzitutto individuare le giuste variabili esplicative, successivamente andrà specificata la corretta relazione funzionale tra  di esse e verificare che il modello trovato sia valido nel corso del tempo. 

Lo studio del modello di regressione lineare sottintende quindi che siano già state individuate le variabili esplicative e si sia giunti alla conclusione che esse siano caratterizzate da una relazione funzionale di tipo lineare. 

A scopo esemplificativo si illustrerà il caso di una relazione tra due sole variabili, X ed Y, peraltro il più comune in ambito finanziario (Vd. Modello dell’Indice Singolo). Il primo passo consiste nella raccolta di dati riferiti alle due variabili attraverso un campionamento di n coppie di osservazioni delle due variabili. I dati campionari verranno indicati come:
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Successivamente si procede con la costruzione di un diagramma bidimensionale per punti che dovrà, nel nostro caso, indicare la bontà della scelta fatta di ipotizzare una relazione lineare tra le due variabili.
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  Figura 1.1: Esempio di scatter di punti tra due variabili legate chiaramente da una relazione funzionale. Ciascun 

 Punto rappresenta una coppia di osservazioni (x,y).                     

Un grafico come quello in figura 1.1 consiglia di utilizzare un modello lineare con intercetta capace di “approssimare” i dati reali oltre che strumento di previsione per eventuali dati futuri. Il problema a questo punto consiste nell’individuare quella retta che meglio sintetizza i dati a disposizione. A riguardo si può affermare che esistono numerosi criteri di scelta, tuttavia si è soliti scegliere quella retta (e quindi quel modello di regressione lineare) che minimizza lo scarto quadratico medio tra i valori reali, in questo caso della variabile Y, ed i valori stimati dal modello lineare che chiameremo 
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. Il nostro modello si presenta quindi nella seguente forma:
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+(. La stima ottenuta dalle coppie di osservazioni analizzate fornisce la seguente relazione:
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 mentre la variabile osservata Y potrà essere vista come risultante della somma tra il modello da noi ottenuto più una variabile di disturbo 
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In particolare la variabile ( è di natura stocastica caratterizzata da una specifica distribuzione di probabilità specificata al momento dell’implementazione del modello. La variabile (  viene spesso chiamata termine di disturbo o termine di errore. In pratica non è pensabile una previsione specifica del valore preciso assunto dal termine di errore per una singola osservazione, tuttavia è possibile ipotizzare una distribuzione di probabilità per il termine di errore. Nel nostro caso appare intuitivo che la variabile ( può assumere sia valori positivi che negativi, tuttavia non è ragionevole pensare che vi sia una sproporzione a favore dei termini positivi o di quelli negativi. Conseguentemente a tali osservazioni si può assumere che la variabile ( può essere vista come una variabile casuale simmetrica rispetto allo zero che rappresenta il suo valore atteso. In altri termini si può affermare che in media i termini di errore positivi risultano più o meno pari a quelli negativi. Un’altra considerazione che può essere fatta è che, se vale il modello lineare ipotizzato, dovrebbero essere piuttosto infrequenti valori elevati di ( , al contrario, dovrebbero esserci numerosi termini di errore osservati vicini allo zero. Tali considerazioni portano ad una distribuzione di probabilità unimodale, simmetrica rispetto allo zero. In ultima analisi si può aggiungere che molto spesso i termini di errore possono risultare indipendenti
 ed egualmente distribuiti (con la stessa varianza) conservando così le ipotesi di base del teorema del limite centrale che suggerisce, in tal modo, di assumere una distribuzione normale con media zero per la variabile termine di errore (. In definitiva si assume quindi che il termine di errore sia estratto da una popolazione normale:
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Una definizione completa del modello viene sintetizzata con le seguenti relazioni:
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Di solito ulteriormente riassunte con:
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I MINIMI QUADRATI

Analizzando coppie o, in generale, “n-uple”, di osservazioni di due o più variabili si può arrivare ad ipotizzare un legame di tipo lineare tra di esse, si possono poi fare delle considerazioni sui residui o termini di errore così come si è fatto nel paragrafo precedente, tuttavia appare scontato che, lavorando con campioni finiti, non si potrà mai individuare l’esatta entità dei parametri caratterizzanti la nostra relazione funzionale. In altre parole i nostri ( e ( ottenuti in base al campione osservato, molto difficilmente saranno gli esatti valori dei reali ( e ( che caratterizzano la relazione funzionale relativa alle intere popolazioni delle variabili esaminate. In quest’ottica i parametri reali, per noi ignoti, vengono stimati attraverso formule particolari denominate stimatori, le quali danno luogo a dei valori desunti dalle sole informazioni campionari: tali valori vengono detti stime. 

Prendendo in considerazione il diagramma bidimensionale in figura 1.1, si può affermare che qualsiasi retta tracciata attraverso lo scatter di punti evidenziato può ritenersi una stima della relazione lineare ipotizzata. Conseguentemente a ciò, rispettivamente, il coefficiente angolare e l’intercetta della retta costruita rappresentano le stime di ( e ( reali. In definitiva, così come si accennato nel precedente paragrafo, si assume che nella realtà la variabile Y si manifesta attraverso la relazione funzionale:
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I valori reali della Y possono quindi essere visti come risultanti dei punti appartenenti ad una retta più un termine di disturbo (. 

Si definiscono residui le differenze tra i valori reali di Y e la retta “contenuta” in Y. In termini formali si avrà:
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 dove a e b si differiscono da ( e ( poiché i primi sono desunti dall’informazione campionaria, i secondi sono gli effettivi parametri della popolazione ignoti. Dalle considerazioni fatte nel precedente paragrafo si porrà 
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. Il metodo dei minimi quadrati si prefigge di trovare la retta interpolante la sequenza di dati osservati capace di minimizzare 
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. Tale problema di minimizzazione va visto ovviamente in funzione dei valori di a e b visto che le osservazioni campionarie sono date; si cerca, in altre parole, quei valori di a e b che minimizzino la relazione 
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 in modo tale da avere una retta interpolante le osservazioni campionarie tale da rendere minimi gli scarti al quadrato tra i valori reali di Y e quelli cosiddetti teorici provenienti dalla retta ottenuta. In termini formali basterà porre uguale a zero le derivate parziali (o il vettore gradiente per più variabili) della precedente relazione:
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Applicando le relazioni suddette si avrà:
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Da sottolineare che i residui hanno covarianza nulla con le osservazioni campionarie di X e, conseguentemente, con i valori della retta stimata.

In formulae si avrà:
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poiché 
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Il coefficiente della retta di regressione è dato dalla seguente espressione:
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La stima di a è facilmente ottenibile utilizzando il sistema di due equazioni sopra indicato, per quanto riguarda la derivazione di b occorre invece fare qualche considerazione aggiuntiva.

Si parte da 
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che può essere riscritta come:
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con y=Y-
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 e x=X-
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A questo punto l’equazione 
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 , risolta in b, ci da la relazione 
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SCOMPOSIZIONE DELLA SOMMA DEI QUADRATI  

La devianza della variabile Y può essere espressa come somma di una devianza “spiegata” dal modello adottato e da una devianza “residua” non spiegata dal modello. Utilizzando gli scarti rispetto  alla media per ciascuna variabile si ha:
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considerando i quadrati del primo e secondo membro della relazione sopra indicata e sommando per ciascuna delle n osservazioni si ha:
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da cui:
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dove:
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è la somma totale dei quadrati degli scarti della variabile dipendente Y rispetto alla sua stessa media.
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 è la somma dei quadrati spiegata dal modello.
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 è, infine, la somma dei quadrati residua o non spiegata dal modello adottato.

� I termini di errore possono essere ritenuti indipendenti se la determinazione di uno non ha alcuna influenza sugli altri. 
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